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APPLICATIONS HARMONIQUES DE SURFACES
RIEMANNIENNES

LUC LEMAIRE

1. Imtroduction

Soient M, g et M’, g’ des variétés riemanniennes connexes, de classe C*=, de
dimensions # et #’, éventuellement a bord (les bords étant alors notés 91 et
dM"). Nous supposons toujours ces variétés compactes. Nous définissons les ap-
plications harmoniques de M dans M’ en suivant [10]:

(1.1) Définition. L’énergie d’une application f € C=(M, M’) est définie par

B = e,

ol e(f) = 1|df | est la densité d’énergie de f en un point.

Dans des systémes de coordonnées locales {x*} et {u*} sur M et M, e(f) =
389 [ figu, ou f§ = af[ox’.

(1.2) Définition. Une application f e C~(M, M’) est harmonique ssi elle est
point critique de la fonction E.

Dans des systémes de coordonnées locales, notons

aZ f'a
n= 2L
74 dxiox’ i/
la dérivée covariante seconde de f, et 4f* = g%/ f%; le laplacien de f=.
(1.3) Proposition [10]. Une application f est harmonique ssi elle vérifie les
équations d’Euler Lagrange

() =Af* + g¥IE(Nfif5=0.

o(f) est appelée la tension de f.

Une question classique du calcul global des variations est la suivante: toute
classe d’homotopie d’applications de M dans M’ contient-elle un représentant
harmonique?

Pour les variétés sans bord, cette question s’est posée quand J. Eells et J.
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V= 180 — m) + 20, + pldxdy
@=gipf$f§_gipf§.5, Q=2gi,ef§f5-

Pour montrer que f est conforme, il suffit de montrer que & = 2 = 0.

Comme f est point critique de ’énergie pour un probleme de Dirichlet, nous
savons que ¥V = O pour toute variation fixant le bord (c’est-a-dire telle que 2
et ¢ soient nulles sur dM), mais cela ne suffit pas pour démontrer que & et
2 sont nuls. Nous sommes donc amenés a considérer des variations p, ne
fixant pas le bord, et nous montrons que ¥ est également nulle pour une telle
variation.

Soit 5 > 0. Si ¢ est suffisamment petit, p,, est une bijection, le bord de
0 (M) est situé dans la couronne délimitée par les cercles de rayon 1 — 7 et
1 + 7 et sa longueur est comprise entre 2z(1 — ») et 2z(1 + 7). Notons z = x
+ iy la variable complexe sur M. Soit @, 'homéomorphisme conforme de M
sur p,,,(M) vérifiant @,(0) = 0 et @,,.(0) > 0..0,,, existe par le théoréme de
représentation de Riemann. Par un théoréme de Bieberbach et Landau [3, p.
136], @,, vérifie sur M I'inégalité

(3.4)

|0.,(2) — z] < 4av'2y .

Lorsque ¢ tend vers 0, @, converge donc uniformément vers I’identité. Les
@, étant holomorphes, cette convergence est C~. La famille d’applications
Dy} ° p., définit donc une variation C=.

Cette variation fixe globalement le bord de M et préserve le probléme de
Dirichlet défini par f(M) = Q. La variation premiére de E le long de @ o p,,,
est donc nulle en ¢ = 0. Comme 1’énergie est préservée par la transformation
conforme @,,,, il en découle que V' = 0 pour la variation p,,.

Par le lemme fondamental du calcul des variations, pour montrer que & = 0,
il suffit de montrer que pour tout H ¢ C=(M),

j P Hdxdy = 0 |
M

Par la forme de ¥ donnée en (3.4) et la relation ¥ = 0, il éufﬁt d’établir que
pour tout H, le systéme ,
(3.5) Ry —py = H,
(3.6 Ay + s =0
admet une solution sur M. Pour cela, considérons la forme
F = idx — pdy .
En vertu de (3.6),
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dF = — 2, dx Ndy — pdx Ndy=0.
Par le lemme de Poincaré, la forme F est exacte, et
F=dw.
Donc 2 = w,, p = — w, et par (3.5),
AW = Wag + Wyy = Ao — gty = H .

Cette derniére équation admet une solution par exemple pour des données de
Dirichlet nulles (cf. par ex. [7, p. 365]). Le couple w, et — w, fournit la solu-
tion cherchée au systeme (3.5) (3.6).

On démontre de méme que 2 = 0.~

Remarque. Pour démontrer que f est conforme, nous avons utilisé le fait
que M est simplement connexe et la forme particuliére du probléme de Dirichlet.
Des exemples montrent que ces hypothéses ne peuvent étre supprimées. Pour
la premiére, cela découle de ’exemple (5.1) et pour la seconde, de la considé-
ration d’une application affine d’un disque dans une ellipse.

(b) f admet en tout point du bord un zéro d’ordre infini. Nous entendons par
13 qu’en un point du bord, toutes les dérivées de f's’annulent. On peut par ailleurs
choisir une carte locale sur M’ telle que f soit également nulle en ce point.

Considérons sur le disque (moins son centre) des coordonnées polaires (r, §),
re(0,1], 8 € [0, 2x). Soit P un point de dM. En ce point, les données de
Dirichlet impliquent

f by
3.7) TPy =0 v

Comme f est conforme,

’ ﬂLfﬁ 1L o ﬂa_ﬂ 22
(3.8) g.:(f) o o e g.:(f) TRETEE

(3.7) et (3.8) impliquent que

af oy _
ey=o.

Nous procédons des lors par induction. Supposons que vb < ¢, Ya =0, .-+, b,

abfu
_— P = 0 -
ar”““aé’“( )

Nous montrons que vs < ¢ + 1,
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at+1fa

——(P)=0.
art—s+laﬁs( )

Pour cela, dérivons (3.8) 2¢ fois par rapport & 4 et plagcons nous au point P.
Toutes les dérivées d’ordre inférieur s’annulent par ’hypothése d’induction, et

, at+1f at+1fﬁ o a fa at+ fﬂ
e ograr aﬁ‘ar( ) = 8 06t pgitt #7)=0.

Donc (0°** f+/ag*ar)(P) = 0.
On dérive alors (3.8) successivement par rapport &

86" =15r%

.....

En utilisant chaque fois les hypothéses d’induction et les résultats de la déri-
vation précédente, il vient

t+1 fa
06 or®
a£+1fa

ore+t (P) =0,

ce qui achéve la démonstration du point b.
(c) f est constante. Considérons un disque D de rayon R > 1 concentrique
a M. Soit &, I'application de D dans M’ définie par

Fou=1, Fonu = 0.

Cette application est harmonique et C* puisque toutes les dérivées de f valent
zéro en tout point de M. Comme elle a des zéros d’ordre infini en tout point
tel que r €[1, R), elle est constante par un résultat de J. Sampson [24], [1]. f
est donc constante, ce qui démontre le théoréme (3.2).

La proposition suivante montre qu'une famille d’applications harmoniques
ne dépend pas nécessairement continfiment de ses données de Dirichlet, et que
le probléeme d’existence peut étre transformé complétement par une modification
continue des données au bord.

(3.9) Proposition. Soient M un disque de rayon = et M’ une sphére. Munissons
M et M’ de coordonnées polaires (r, 0) et (R, 0). Pour tout ¢ > 0, il existe une
application harmonique f,: M — M’ telle que f(r,0) = (x — ¢, 0) et dont I’image
cowvre {(R,0)|R < &= — ¢}

Dans le cas ou ¢ vaut 0, le théoréme (3.2) montre qu'une application har-
monique telle que f(z, §) = (x, 6) ne couvre pas M’.
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Démonstration. 11 suffit de montrer qu’il existe une application conforme
vérifiant ces conditions. Les métriques sur M et M’ s’écrivent

(1 0) (1 0 )
0 0 sin?R/°

Une application de la forme (r, 8) — (R(r), 6) est donc conforme ssi elle vérifie

dR _ sinR

dr r

En intégrant cette équation, il vient

zﬂ-—-“n—s dR
roF r sinR’
d’ou

T — &

R =2arctg(ar), oha:Ltg
T

L’application f,: (r,6) — (R(r), §), définie par cette fonction remplit les condi-
tions de I’énoncé.

4. Probléme de Neumann

(4.1) Théoréme. Soit M une surface compacte contractile d bord. Notons 0, f ‘
la dérivée normale de M — M’ le long de 0M. Toute application f solution
du probléme de Neumann:

o(f) =0 sur M ,
a,f=0 sur M

est constante. )
Démonstration. Comme pour le théoréme (3.2), nous montrons qu’une solu-
tion de ce probleme est conforme et qu’elle a un z€ro d’ordre infini en un point.
Soit f une solution. Supposons que par une transformation conforme, M
est représentée par une demi-sphére, munie de coordonnées polaires (r,6),
re0, 4x), 4 € [0, 2x). Le bord dM est la courbe r = 4.
Soit N la sphére entiere, et & I’application de N dans M’ définie par

'g’*lM:f: 'g‘(ryﬂ):,f(ﬂ—r,ﬂ) SurN\M.

L’application Z est harmonique et C* sauf peut-étre le long de la ligne r = 4z.
Le long de cette ligne, la forme de & et la relation 9% /dr = 4d,f = 0 im-
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pliquent que & est de classe C? Par la proposition dans [10, p. 117], % est
de classe C*. .

Par le théoreme (2.8), & est conforme.

Le long de r = 4, la conformité de & et la relation 0.4 [or = 0 impliquent
que 3F /00 = 0. F |, est.-donc constante, et f est solution du probléme de
Dirichlet du théoréme (3.2). La démonstration s’achéve donc comme celle de
ce théoréme.

5. Surfaces non simplement connexes

Les théorémes (3.2) et (4.1) sont basés sur 'unicité de la structure complexe
sur un disque ou une sphére. Nous vérifions par un exemple qu’ils ne s’éten-
dent pas au cas des surfaces non simplement connexes.

(5.1) Exemple. Soient M =[— a,a] X S§' un cylindre et M’ = S* une
sphére, avec leur métrique standart. Il existe des applications harmoniques
solutions non constantes du probléme de Dirichlet f,,,, = O ou du probleme
de Neumann 4, f;,, = 0.

Démonstration. Considérons sur M des coordonnées euclidiennes x € [— a,4]
et y e [0,2x) et sur M’ des coordonnées polaires (r, §). Une application de M
dans M’ de la forme f(x, y) = (F(x), y) est harmonique ssi la fonction H = 2F
vérifie ’équation d’un pendule simple [25]

d*H
dx?

—sin H =0.

Pour toute valeur de a, une valeur de I’énergie du pendule lui confére un
mouvement révolutif de période a. Ceci correspond & une solution non con-
stante du probleme de Dirichlet f,, = (0, 8).

Pour a > 4=, une valeur de 1’énergie confére au pendule un mouvement
oscillant de période 4a, qui correspond 4 une solutien du probléme de Neumann.
(Si a < 4x, les seules solutions du probleme de Neumann de la forme prescrite
envoient le cylindre sur ’équateur ou sur un pole.)

APPLICATIONS HARMONIQUES DE SURFACES SANS BORD

Dans tout ce qui suit, M et M’ sont des surfaces compactes, orientables,
sans bord. Leurs genres sont notés p et p’.

6. Suites minimisantes

Nous allons établir des théorémes d’existence pour des applications har-
moniques entre surfaces, en utilisant une méthode directe du calcul des va-
riations. Pour cela, nous construisons une suite minimisante pour I’énergie dans
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une classe d’homotopie donnée. Nous souhaitons établir que cette suite con-
tient une sous-suite convergente, que la limite de cette sous-suite est de classe
C~ et est dans la méme classe d’homotopie que les éléments de la suite.

Rappelons la définition de I’espace de Sobolev LI M, M") [22].

(6.1) Définition. Une application f: M — R¥ appartient & LM, R”) ssi | f|
et |df'| sont de carré sommable,

La norme L? de f est définie par

e = [ Q7P+ 1drmo,

Pour définir ’espace L¥(M, M’), on considére un plongement riemannien de
M’ dans RY (un tel plongement existe si N est suffisamment grand [23]).

(6.2) Définition. f: M — M’ appartient a LY M, M’) ssi sa composée avec le
plongement de M’ dans R" est dans Li(M, RY).

Comme d’habitude, nous entendons par application de classe L? une classe
d’applications a distances L? nulles les unes des autres, et nous disons que f est
(par exemple) continue si un élément de cette classe est continu.

L’espace LI}(M, M’) apparait naturellement dans I’étude- des applications
harmoniques entre variétés compactes. En effet, I’énergie (1.1), contrdle la
norme L2 de l’application.

(6.3) Proposition. Toute suite minimisante pour E contient une sous-suite ( f,)
convergeant faiblement vers une application f de L3. L’énergie de la limite vérifie

E(f) < lim inf E(f) .

Démonstration. Une suite minimisante pour E est un ensemble borné de
L. Par [8; (12, 15, 10)] un tel ensemble contient une sous-suite convergeant
faiblement.

Drapres [8; (12, 15, 8)], une norme hilbertienne est semi-continue inférieure-
ment pour la convergence faible. L’inégalité E(f) < lim inf E(f,) s’obtient donc
en considérant £ comme une norme équivalente a la norme L? sur Pensemble
des dérivées de fonctions de L2.

Lorsque la dimension de M vaut 1, le théoréme de plongement de Soboley
implique que cette convergence est uniforme, et la limite de la suite, continue,
ce qui permet d’établir I’existence d’une géodésique dans toute classe d’homo-
topie de courbes fermées.

En dimension 2, il n’en est pas de méme: le théoréme de Sobolev ne s’ap-
plique plus et la convergence établie en (6.3) n’est pas nécessairement uniforme,
comme le montre ’exemple suivant le théoréme (3.2). De plus, une application
de classe LI n’est pas nécessairement continue.

Néanmoins, si f minimise L’énergie sur tout sous domaine de M, un résultat
de C. Morrey montre que f est de classe C*. Ce résultat s’appuie sur la pro-
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position suivante, qui limite les discontinuités que peut présenter une applica-
tion de classe L? en dimension 2.

(6.4) Definition. Une application d*un segment dans M’ est absolument con-
tinue ssi Ye > 0, 36 tel que

TGN — f) < e,

lorsque les intervalles (), x/) sont disjoints et >, (x7 — x) < 4.

La notation | — | désigne ici la distance riemannienne sur M’.

(6.5) Proposition [21]. Si f est absolument continue, sa dérivée existe presque
partout et la longueur de la courbe f(x) est égale a I’intégrale de la norme de f,.

(6.6) Proposition. Soient f € L{(M, M") et U une carte locale de M munie de
coordonnées (x,y). La classe f peut étre représentée par une application—que
nous noterons également f—telle que pour presque toute valeur de x (ou y), f soit
absolument continue en y (ou x). f peut étre définie presque partout comme la
dérivée de Lebesgue de

| fdxdy
Le,e+31X[d,d+6] —

olt f est un représentant quelconque de la classe.

Démonstration. Cf. [22, lemme 3.1.1 et théoréme 3.1.8].

Remarque. Dans la suite, f désignera toujours ce représentant particulier de
I’application.

Nous allons établir divers théorémes d’existence, dépendant des genres p et
p'de Met M’

7. p>1p >1

(7.1) Théoréme. Sip > 1 et p’ > 1, toute classe d’homotopie d’applications
de M dans M’ contient un représentant harmonique réalisant le minimum de
I’énergie dans la classe.

(7.2) Remarque. La démonstration qui suit est valable dans le cas des sur-
faces non orientables. Dans ce cas, on suppose que M et M’ ne sont ni une
sphére, ni un plan projectif.

Démonstration. Considérons dans la classe d’homotopie donnée une suite
minimisante pour ’énergie, et soit (f,) une sous-suite convergeant faiblement.

Notons U et U’ les revétements universels de M et M’, et II et II’ les pro-
jections. Nous munissons U et U’ des métriques I7*g et I1'*g’.

U étant simplement connexe, I’application f,.: M — M’ se reléve en une ap-
plication f,: U — U’ lorsqu’on choisit I'image f,(P) d’un point P de M dans
' (fAP)):
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vl

Hl l m

MT)M/

Soit /1,(M) le premier groupe d’homotopie de M. Un élément ¢ de ce groupe
peut étre identifié 4 un automorphisme du revétement. Par construction, f,
vérifie les relations

f'rOT:;F*(T)O;FT VTGHI(M)y

ou f,*: [ (M) — II(M).

Un autre choix de f,{P) conduit & une application vérifiant les mémes rela-
tions, f,.(y) étant remplacé par af,.(r)a™!, oll « est un élément de II,(M").
D’autre part, les classes d’équivalence {af,a™'|a ¢ I[,(M’)} paramétrisent les
classes d’homotopie d’applications de M dans M’ [14, p. 106]. Comme les f,
sont homotopes entre eux, les f,, associés sont conjugués et en normalisant
le choix des f,(P), nous pouvons imposer que Vr, f,, = fi,. Tous les f, véri-
fient donc les relations ‘

fTOTZ;Fl*(T)ofT VTGHI(M)s
et il en découle que l'application f = lim §, vérifie
(7~3) f“'T = fl*(T)of VTGHI(M) .

Soit A I’ensemble des applications 2: U — U’ de classe L? sur tout domaine
fondamental et satisfaisant (7.3) (ou1 f est remplacé par %). Pour % e A, nous
posons &(h) = E(h), ol h est la projection de 4. Pour poursuivre, nous modi-
fions la construction ci-dessus en prenant directement une suite minimisante
{f.,) pour & dans 4. En utilisant [22, (9.4.22)] et (6.3), on vérifie qu’aprés nor-
malisation une sous-suite converge faiblement sur tout domaine fondamental
vers une limite f minimisant & dans A.

Soient P un point de U et ¢ une constante positive. Par la proposition (6.6),
pour presque tout r < ¢, f est absolument continue sur le bord du disque centré
en P et de rayon r.

Prenons r suffisamment petit pour que D N yD = @, vy ¢ II,(M). Nous
allons voir que f,, est un minimum de E parmi les applications h sur D véri-
fiant 4,5 = fsp-

Supposons qu’il n’en soit pas ainsi. Il existe donc une application H: D — U’
telle que H,,p = fap et Ep(H) < Ey(f). Pour tout y e I1,(M), on définit sur
yD Tapplication H = f,,(y)Hy™. Considérons I'application # égale & H dans
U, 7Deta f ailleurs. 22 est de classe L? sur un domaine fondamental, elle vérifie
les relations (7.3) (ou f est remplacé par 7) et £(F) < &(F), ce qui contredit le
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fait que f minimise & dans cette classe. f minimise donc 1’énergie sur D parmi
les applications coincidant avec f sur 9D.

Nous verrons au paragraphe 12 que ce fait implique que f est de classe C=.

Comme f vérifie les relations (7.3), I'application f = lim £, qui est la pro-
jection de f est dans la classe d’homotopie donnée.

Remarque. Dans: The existence of minimal immersions of two-spherer, Bull,
Amer. Math. Soc. 83 (1977) 1033-1036, J. Sacks et K. Uhlenbeck ont annoncé
une autre démonstration de ce théoréme en supposant que M est une surface
compacte et M’ une variété compacte a deuxiéme groupe d’homotopie nul.
Remarquons que la démonstration donnée ici s’applique telle quelle & cette
situation.

8. p:O

Pour classifier les applications d’une surface dans une sphére, nous utiliserons
la notion de degré [20].

(8.1) Définition. ILe degré & d’une application f entre surfaces orientées est
défini par

2 = 3, signe dét|df(P)|,
PefuQ
oll Q est une valeur réguliére quelconque.

On vérifie [20, p. 27] que ce nombre est indépendant du choix de Q.

(8.2) Théoréme de Hopf [20, p. 71]. Si M’ est une spheére, le degré paramétrise
les classes d’homotopie d’applications de M dans M’.

(8.3) Remarque. Le degré d’une application peut étre positif, négatif ou nul.
Si le degré est négatif, un changement du choix de I’orientation sur M’ le rendra
positif. Dans la suite, nous énoncerons toutes les propositions dans le cas d’un
degré positif, ’analogue pour les degrés négatifs en découlant par un change-
ment d’orientation.

(8.4) Théoréme. Soit p = 0. Toute classe d’homotopie d’applications de M
dans M’ contient un représentant harmonique qui réalise le minimum de I’énergie
dans la classe. Si p’ > 1, toute application harmonigue est constante. Si p’ = 0,
une application harmonique peut s’écrire—moyennant le choix de structures com-
plexes et de variables complexes z et z' sur M et M'—sous la forme:

8.5) f@ =Y azt /Y bz, anbeC.
i=0 =0

Remarques. Comme annoncé en (8.3), les applications de degré négatif
correspondent & l’autre orientation sur M’. Dans ce cas, la-fonction f(z) ne
sera pas rationnelle en z, mais en Z, et sera anti-méromorphe.

Comme le corollaire (2.9) dont il découle, ce théoréme a été obtenu indé-
pendamment dans [28]. ‘
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Démonstration. Soient p = 0, p” > 1. Toute application de M dans M’ est
homotope a une constante, ce qui établit I’existence. D’autre part, toute ap-
plication harmonique est conforme (théoréme (2.8)). Nous ne modifions donc
pas le probléme en effectuant une transformation conforme de M’, et nous
pouvons supposer que M’ est plate (si p’ = 1) ou de courbure sectionnelle
négative (si p’ > 2). Un théoréme de P. Hartman [13] affirme que dans ce cas,
I’énergie n’a qu’une valeur critique par classe d’homotopie, dans ce cas-ci la
valeur z€ro. Toute application harmonique est donc constante.

Remarque. Le fait que des applications holomorphes homotopes entre elles
ont méme énergie découle également de [18, § 17].

Soient p = 0, p’ = 0. Par le corollaire (2.9), une application harmonique
est holomorphe ou anti-holomorphe pour les structures complexes associées
A g et g’. En prenant éventuellement la structure conjuguée sur M’ (ce qui
change I'orientation) nous pouvons supposer f holomorphe. Considérant M’
comme la sphére de Riemann, f peut &tre vue comme une fonction méro-
morphe sur M, et une telle fonction est rationnelle [26]. f peut donc s’écrire
sous la forme (8.5). Le degré de f est le maximum de r et s, et tout degré
(positif) peut &tre ainsi réalisé. L’énergie de f est son degré multiplié par le
volume de M.

9. p > 1, p’ = 0: Nonexistence

Dans le cas p > 1, p’ = 0, la situation est tout-a-fait différente, Récemment,
J. Eells et J. Wood ont démontré le résultat suivant [11].

(9.1) Théoréme. 1l n’y a pas d’application harmonigue de degré 1 d'un tore
dans une sphére.

Ce résultat constitue le premier théoreme de nonexistence pour des varié€tés
sans bord.

Pour d’autres valeurs de p, la proposition suivante montre que les méthodes
usuelles du calcul des variations ne pourront &tre appliquées telles quelles.
Par communication orale, K. Uhlenbeck a annoncé avoir obtenu le méme
résultat.

(9.2) Proposition. Si p > 1, p’ = 0, I"énergie n’atteint pas son infimum dans
la classe des applications de degré 1.

Démonstration. Nous montrons d’abord que 'infimum de E dans cette classe
est le volume de M’: V(M’). Comme toute application f de degré 1 est surjective,
la proposition (2.5) implique que E(f) > V(f) > V(M’). 1l reste donc a
montrer que ye > 0, il existe une application f,: M — M’ de degré 1 telle que

(9.3) Ef) < V(M) +e.

Soient D un disque de M, et /4 une application de D sur M’ envoyant 3D sur
un point Q et bijective dans 'intérieur de D. Par le théoréme 1.2 de [21], pour
tout ¢ > 0, la surface A(D) peut étre représentée par une application f/ d’un
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disque dans M’, vérifiant sur ce disque la condition E(f7) < V(M’) + e. Par
une transformation conforme, nous pouvons supposer que ce disque est D.
L’application définie par

f= {f: dans D ,
V) dans M\D

est de degré 1 et vérifie la condition (9.3).

Supposons maintenant qu’une application f de degré 1 réalise le minimum
de I’énergie. f vérifie donc E(f) = V(f). Par la proposition (2.5), f est conforme,
et donc holomorphe. Une telle application devrait étre un difféomorphisme
de M sur M’, ce qui est impossible.

Remarque. Pour des degrés > 1, la méme démonstration établit qu’un
minimum de ’énergie ne peut &tre réalisé que par une application holomorphe.
Nous allons voir que pour certains degrés, de telles applications existent.

10. p > 1, p’ = O: Applications holomorphes

(10.1) Proposition. Soient p > 1 et p’ = 0.

(1) V9 > p + 1, il existe une application holomorphe de M dans M’ de degré
9.

(ii) Sip > 2, il en est de méme pour au moins une valeur P telle que 2 < @
<p.

(iii) Toujours pour p > 2, et quelles que soient la ou les valeurs obtenues en
(ii), il existe au moins une application holomorphe de M dans M’ dont le degré
vérifie 2 < 2 < 3(p + 3).

Toutes ces applications sont bien entendu harmonigues.

En tant que théorémes d’existence pour les applications harmoniques, les
résultats (i) et (ii) sont présentés dans [27].

(i) découle du théoréme de Riemann-Roch appliqué aux fonctions méro-
morphes sur M [26].

(ii) découle de I’existence des points de Weierstrass sur M, lorsque p > 2
[26].

(iii) est le théoréme de Brill-Noether (4] et [19]).

11. p>2,p/ =0: surfaces symétriques

Dans le cas p > 1, p’ =0, nous obtenons donc des résultats d’existence
lorsque le degré est “grand”. Lorsqu’il est égal a 1, I’énergie n’atteint pas son
infimum (9.2), et pour p =1, il n’y a pas d’application harmonique (9.1).

En contraste avec ces résultats, nous établissons un théoréme d’existence
partiel pour p > 2.

(11.1) Théoréme. Soit M’ une sphére munie de sa métrique canonique.

(i) Si M est une surface de genre p > 2 représentée par une sphére a
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anses symétrigue par rapport d I’équateur et 4 p méridiens formant des angles
égaux entre eux, il existe pour tout @ < Lp une application harmonique de M
dans M’ de degré 2.

(i) Si M est de genre pair et symétrique par rapport 4 trois lignes orthogonales,
il existe une application harmonique de degré 1 de M dans M’.

Démonstration. Le principe de la démonstration est le suivant: on con-
struit une suite minimisante convergeant faiblement dans la classe des ap-
plications commutant avec les symétries, on montre quon peut remplacer les
éléments de la suite par des applications préservant les régions comprises entre
trois plans, et que la limite est un point critique de I’énergie. On établit enfin
que la limite est de classe C=, et il en découle que son degré est &.

(a) Sur M, notons S, la symétrie par rapport & I’équateur (appelé 0), et
Sy, 8, ¢+, S, (cas i) ou Sy, S, (cas ii) les symétries par rapport aux méridiens
(appelés 1,2, - -.). La sphére M’ est évidemment symétrique par rapport a tous
ses grands cercles: nous choisissons sur M’ un équateur et une famille de
méridiens en nombre égal a ceux de M, et nous appelons S; la symétrie par
rapport a cet équateur (/ et S’ la symétrie par rapport au (s-2)*™° méridien,
compté en partant d’un méridien donné, et appelé s. (Dans le cas (ii), nous
avons @ = 1). Nous dirons qu’une application f respecte les symétries si pour
tout s, elle vérifie les relations: fo S; = S; o f. Géométriquement, ces applica-
tions enroulent M & fois autour des pbles de A",

Nous construisons une suite minimisante dans la classe des applications re-
spectant les symétries. Une sous-suite (f,) converge faiblement dans L.

(b) Nous construisons une suite (f7) d’applications dans la méme classe,
telles que E(f7) < E(f,) et telles qu'un quartier compris entre les plans 0, s
et s + 1 de M soit envoyé dans le quartier correspondant de M’ compris
entre les plans 0/, 5" et (s + 1Y. Comme E(f;) < E(f,), la suite (f7) est égale-
ment une suite minimisante dans la classe des applications respectant les sy-
métries.

Prenons le cas (ii). Considérons dansla figure 1 I'image de la région 7 par f,.
La partie du bord de 7 située sur la ligne s est envoyée dans la ligne s* de M”,
mais I'image de I peut sortir de la région I’. En effectuant successivement les
symétries S}, S7 et S sur les parties de I'image de 7 non comprises dans 77,
nous les ramenons les unes aprés les autres dans 7. L’image de la ligne s est
toujours comprise dans la ligne s’. En effectuant cette construction sur chaque
quartier de M, nous obtenons donc des applications qui se “collent” ensemble
pour donner une application f7 ¢ L}. On a E(f}) = E(f,).
degré 1.

Dans le cas (i), nous effectuons une construction analogue. Mais nous avons
a veiller & ce que I'application /7 sur un quartier envoie la ligne s dans la ligne
s’. Pour cela, nous n’effectuons pas uniquement des symétries, mais nous
projetons des quartiers sur un de leurs bords le long des cercles centrés en le
pdle. La figure 2 illustre ce procédé dans le cas p = 5, @ = 2: IT” et III’ sont
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1

Fig. 1

Fig. 2

projetés sur les lignes 17 et 2. IV”, V’ et VI’ sont “pliés” les uns sur les autres
au-dessus de I’. De cette maniére, 1 (2) est envoyé sur 17 (2').

Remarquons que pour £ > ip, nous ne pouvons pas appliquer cette
méthode, ce qui impose la limitation de I’énoncé (i). L’application f, définie
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par cette construction respecte les symétries et vérifie E(f7) < E(f,).

(c) Soit f'la limite faible de la suite (/7). Nous savons que f minimise ’énergie
parmi les applications respectant les symétries, mais pas dans la classe des ap-
plications de degré 2 (proposition (2.2)). Il nous faut donc établir que f est
point critique de I’énergie dans cette classe.

Pour cela, considérons sur M et M’ des atlas de type particulier: les cartes
locales sont des disques li€s & M et M’ par I’application exponentielle et sont
de trois sortes: soit ils ne rencontrent aucune des lignes de symétrie, soit ils
n’en rencontrent qu’une et leur centre est sur la ligne, soit ils en rencontrent
plusieurs et leur centre est a l'intersection. Nous appelons voisinage de type
¢t un tel disque rencontrant 7 lignes (r = 0,1, - - -).

Comme dans la démonstration de (7.1), nous voyons qu’autour de tout point
de M il existe un disque de I’atlas dans lequel f minimise I’énergie parmi les
applications respectant les ¢ symétries. Nous verrons dans le prochain para-
graphe que f est alors de classe C¢.

(d) Dans une carte de type zéro sur M, les symétries n’introduisent aucune
condition sur £, et / minimise E.

Consid€rons une carte de type 1 sur M. Soit X un champ de vecteurs le long
de f dans cette carte, nul le long du bord. Nous voulons montrer que D E(f)
= 0. Notons S la symétrie dans la carte et S’ la symétrie associée sur M’. S’
induit une symétrie % sur l'espace des champs de vecteurs le long de f, et X
peut s’écrire sous la forme

X=X + X, = (X + &X) + (X — £X) .

X, et X, vérifient X, = X, et X, = — X,.
Comme X; est symétrique, Dy E(f) = 0 puisque f minimise £ dans la classe
des applications respectant les symétries. Comme f respecte les symétries,

Dy, E(f) = Dyx,E(f) = — Dx,E(f) .

Cette quantité est donc également nulle.

Dans une carte de type > 2, la relation DyE(f) = 0 s’obtient en séparant
X en ses composantes symétriques et antisymétriques par rapport aux dif-
férentes lignes de symétrie.

(¢) frespecte les quartiers de M et M’ comme tous les éléments de la suite
f1. Comme fest C= par (12.3), elle est de degré 2.

Remarques. Dans I'espace C*(M, M’), cette construction s’interpréte comme
suit: la solution est un minimum de I’énergie dans un sous-espace de C*, mais
non dans I’espace entier. Le graphe de ’énergie sur C=(M, M’) apparait comme
“symétrique’ par rapport au sous-espace, ce qui fait que la solution est point
critique dans I’espace entier.

Il semble que 'on ne posséde pas suffisamment d’information sur f pour
déterminer son index de Morse. Considérons par exemple une variation de f
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obtenue en composant f avec une transformation conforme infinitésimale de
M, perpendiculaire a I’équateur (/. Nous munissons M’ de coordonnées iso-
thermes (u, v) € Rx[0, 2z), telles que la courbe O/ soit d’équation u = 0. La
métrique canonique de M’ s’écrit alors

2eu 2
gilzgézz(w) > g:=0,
et le champ de vecteurs 9/9u est une transformation conforme infinitésimale.

En utilisant la forme de la dérivée seconde de E établie dans [9], on obtient
pour cette variation

D% E(f) = 4g”——ezu—[<1 — _ﬁi«)ﬂf%
% o (1 + ™) (1 + ety ©J

+(1- Tf%)f%f?]vg -

La fonction €*/(1 + €™)* prend son maximum en 0, ou elle vaut } et est
supérieure & 1 entre — 4 1n (3 + 24/ 2) et £ In (3 + 24/ 2). Les termes en fifs
dans (11.2) n’introduisent donc qu’une contribution positive, mais il n’en est
pas de méme pour les termes en f?f7 A défaut de données plus précises sur
/> i1l ne semble pas possible de déterminer le signe de (11.2).

(11.2)

12. Différentiabilité

En suivant une méthode de C. Morrey [21], nous démontrons les propriétés
de différentiabilité des points critiques de I'énergie utilisées dans les théoremes
(7.1) et (11.1).

(12.1) Définition. Continuité Holdérienne d’exposant 2. Notons | — | les
distances riemanniennes sur M et M’. Si D est un disque de M, une appli-
cation f: D — M’ appartient & CY(D, M"), 2 € (0, 1) ssi ymy, m, € D,

[ fm) — fm)| < Clmy — my .

(12.2) Proposition. Soient M et M’ des surfaces symétriques dans le sens du
théoréme (11,1), &7 un atlas sur M adapté aux symétries et composé de disques
suffisamment petits, D un disque de type t de & et | € LD, M) une appli-
cation respectant les symétries associées & D. Si pour tout h e LD, M’) res-
pectant ces mémes symétries et tel que h,p = flap, on a E(f) < E(h), alors
f est de classe CY dans I’intérieur de D.

(12.3) Propesition. Si f € CY(D, M’) est point critique de I’énergie, f est de
classe C= dans D.

La proposition (12.2) est due & C. Morrey dans le cas ¢t = 0, [21], [22], et
c’est une variante simple de sa démonstration que nous utilisons. Pour plus
de clarté, nous la présentons ici en entier.
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La proposition (12.3) découle immédiatement de [22, théoréme 1.10.4].

Démonstration de (12.2). Nous considérons sur M un atlas du type envisagé
au paragraphe 11. Les cartes sont des disques de rayon < R, associés a l’ap-
plication exponentielle autour de leur certre. Nous notons D un tel disque et
B = exp~'(D) son image dans le plan tangent. Pour une application A: D — M’,
nous notons #: B — M’ 'application induite 4 o exp. h est fonction des Var1ables
euclidiennes (x, y) sur B. Si (r, ) sont des coordonnées polaires sur ce disque,
nous posons H (r, §) = il(x, y). Nous notons EB(IZ) Iénergie de h dans B.

Comme M est compacte, nous pouvons supposer R suffisamment petit pour
qu’il existe un nombre positif w tel que pour tout champ de vecteurs X, champ
de 1-formes & et fonction % sur D, on ait, en posant W = 1/w:

WX < g XXT < W (X9,

w(E)< g”'gz‘fj < W3 (&),
12.4 A A
(12.4) WJB hdxdy < L) hv, < WJB hdxdy ,

wj Ado gj Hds, < Wj Hdo .
aB 3D 3B

Sur M’, nous considérons des cartes de rayon R’, choisies de telle sorte que
les deux premiéres relations de (12.4) soient vérifiées par les champs de vec-
teurs et de 1-formes sur M’, les constantes étant appelées w’ et W’.

Un disque de R* de centre m, et de rayon a sera noté B(m,, a).

(12.5) Lemme. Soient F ¢ LX(3B(m,, R), R?) une application vérifiant certaines
conditions de symetrze par rapport a des rayons, et hla fonction harmonique sur

B(m,, R) égale a F sur 3B. h vérifie les mémes conditions de symétrie, et

Ex(h) < [1 Forao.
Démonstration. Si nous développons F(6) en série de Fourier
Fa(0) = "2_0 + i‘l (a2 cos a6 -+ B¢ sin 66)
la fonction harmonique A s*écrit
He(r, ) = ‘;—g + .,2"1 ;—Z(aj,' cos gf + b2 sin ¢f) .

Le lemme découle alors du calcul suivant:

s = 5], () + LY s

7
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= 3 5 on((@) + 029

u]_\{}s

o

< 51T (@) + 6 = zf ( )dﬂ

(12.6) Lemme. Soient B I’image dans R* d’une carte de type t et F:0B — M’
une application absolument continue respectant les t symétries associées a D et
vérifiant '

w/R/2

[M170F

Il existe une application b ¢ L¥B, M) coincidant avec F sur 3B, respectant les
1 symétries et telle que

By <[ (F@ras.

Démonstration. Fixons un angle ,. Il existe une valeur 6, telle que |8, — 6,| < =,
et |[F(6) — F(0y)| < |F(8) — F(8,)|v6. Nous avons

70y — Foor < ([[1F.a0) @rop. (6.5)
<[ |Fpa0,

Donc
|F(6) — F(6)F < 3w'R™.

Considérons une carte exponentielle sur M’ de rayon 4R’ centrée en F(6,).
Pour tout chemin #%(s) (ou s est la longueur d’arc euclidienne), on a

f Vgl Wuulds > v'w’ f (; (M:)Z)l/z -

et tout point 4 distance 1R’. /w’ de F(6,) est contenu dans la carte. L’ensemble
{F(6)|6 < [0, 2z]} est donc contenu dans une carte associée a B et de rayon R’

Définissons 4:B — M’ comme I’application de B dans cette carte, coincidant
avec F sur le bord et dont les composantes sont harmoniques. R respecte les
t symétries et par le lemme (12.5), nous avons

Ex) = - j 5 gl hehidxdy

2 .
<l { sihepavay < IW'f \H, [ df.

_2 B ia
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(12.7) Lemme. Soit f € LA(B(my, a), M') vérifiant

(12'8) 2EB(7710,7‘)(?) S kZ(r) B
ou
(12.9) [[okodo =k <= vo<r<a.

Alors f(my) est défini et F est absolument continue en r pour presque tout 6.
Si I(x,y) = +2e(}), on a presque partout

(1210)  [ix3) — T 0] < r [ 10 = 3 + 05,0 = 0y, + 1)

Démonstration. Désignons par L(r, 6) la fonction / en coordonnées polaires.
Si | | désigne la longueur d’un vecteur sur A7,

L¥r, 0) = |F,[ + r 2| F, .

Posons
T(r) = J ' J " Lo, ) dodf .
¢ JO
Par I'inégalité d’Holder,
— 1/2
v < Jm( f Idedy> ,
B

et par (12.8),
() < Qar)k(r) .

27
D’autre part, (o) = f 02L(p, 0)d6, &0t
¢

([ 2eo.0pas = | o a1
0Jo 0

= VY () + _;_f o~ W (p)dp
0

< 27k(r) + %j 0™/ 250" k(0)d p
1]

< V2a(k(r) + K(r))  (par (12.9)),

et cette quantité tend vers 0 quand r — 0. L’absolue continuité en découle et
par (6.5), pour 0 < 1, < r,,
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JZ" {F(ry, 6) — F(ry, 6)] d6 < f" J (EF + v By Py drdo .
0 0 7y
On a

2z . ~
lim IF(rZ>0)—F(r1:0)Id0:O:
0<:‘21_<.2‘2 0

et il existe donc une fonction F(0, §) telle que

lim | |F(r, 6) — F(0,6)d6 =0 .
7—0

2% ., ~
De (12.9) découle que lim | |F,|d§ = 0, et F(0, ) est donc presque partout
0

=0
indépendante de 6. f(x,, y,) est donc défini.
L’inégalité (12.10) découle alors du calcul suivant:

\F(r, 6) — F(0,0)] < j P, dp < j L(p, O)dp = rf L(t.r,6)dt .

(12.11) Lemme de croissance de Dirichlet. Soit f € Li(B(m,, R), M) telle que
vme B(my, R) et pour 0 < r < =R — |m — my,

~ ~ 2,
(12.12) [, FF & I EuDrodpds < ML)
B{m,r)

ot 2 < 1. Alors f € CYB(my, p))¥p < R et
17(&) — J(m)| < C-N(|& — m|/5)

pour |& — m| < 4. .

Démonstration. Soient m et & € B(my, R), avec |m — my| < R —d et |m — £
< 4. Soient m = §(m + &) et y = 4m — &|. Considérons enfin un point
n € B(m, y).

Par le lemme (12.7) (qui s’applique car 2 < 1), nous avons

- . 1

) — 1@ < 2 | L& + 1ty — )ar
Prenons la moyenne sur B(#, ) et effectuons le changement de variable £ =
& + t(y — &). Notons V(B) le volume de B et posons i, = (1 — ¢)& + tim. 1l
vient '

v [, i) — il

< vt | dn| L+ it — oy
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< 24 V(B(, 7)) ﬂ dtj L(x)dr .

B(me,ty)

Par ’inégalité de Holder et (12.12),

foomy LA < (J Lg(rs)d">m~(V(B(mt,tx»)w
B(mi,ty) B(mtg,ty)
< N(ep3d)Clty < C'N(tn)"*H30)" .

Donc
@[ i) — i@l
< C/.ZXX—ZNXHJ(%(S)—}J‘: 113y < C//N&/a)z .

La méme inégalité s’obtient pour la moyenne de |f(y) — f(n)|. En prenant la
moyenne sur z des deux membres de

[7m) — F©)| < 1f(m) — Fo)| + 150 — 1O,

nous obtenons le résultat cherché puisque le membre de gauche ne dépend pas
de 7.

Démonstration de la proposition (12.2). Soient D un voisinage de type ¢ et
f e LXD, M) une application minimisant I’énergie parmi les applications sur
D respectant les ¢ symétries.

Premier cas. supposons que

WIRIZ

2n .
j |F,pdo <
0

Par le lemme (12.6), il existe une application A:B— M’ respectant les sy-
métries et telle que

Eh) < lV—j F,pdo .
2 3B

Par (12.4), & vérifie

21477 -
Eyh) < W j \F,pdo .
2 B

Comme f minimise I’énergie dans D parmi les applications respectant les sy-

métries,

Wwe2w’
2

Ex(f) < Ep(h) < j \Fyrde .
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Par (12.4),

Eff) < W;W/

f VAXLS
3B
Deuxiéme cas. supposons que

W/R/Z

2z .
2qp > WR
fo |Fopdo> 2%

1l vient
Ex(f) < WE,(f) < W*inf E
t : 27 .
< W infE. % f \FEdo .
¥ Q

V/RIZ

WWw’'  AzW?
2 7 W'R”?

Donc, si % > max ( inf E), on a dans tous les cas

. 1 [~ =
E — | |F,pae,
o) < [ 1l

c’est-a-dire,

R p2rx ~ ~ 2% .
717 1ok + 5 1FuP)pdodo < [ 1Fup a0
0o Jo 0 A Jo

2

Posons

o) = [ ["(1Fr + ;2 [Fy)ododo .

Il vient

£ ~ ~ 2r
r60) = [T(1BF + LB a0 > [T1F, a0

Donc ¢(r) < (1/22)r¢’(r), et pour un 3 fixé ¢(5) < 2W2E(f). En intégrant cette
inégalité de r a §, il vient ¢(r) < 2W?E(f)(r/6)** lorsque le point considéré est
centre d’un voisinage de type ¢ et de rayon &. Sinon, on vérifie par une étude
cas par cas qu’on peut inclure les disques dans des voisinages de type ¢ et de
rayon suffisant pour obtenir la méme inégalité, la constante étant tout au plus
multipliée par un nombre fixé. (Je remercie S. Hildebrandt pour cette sugges-

tion.)
Le lemme (12.11) achéve la démonstration.
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13. Applications pouvant étre rendues harmoniques

Un résultat de J. Eells et J. Wood [11] montre qu’un changement de métrique
sur M ou M’ peut modifier la question de lexistence des applications har-
moniques. Nous posons la question suivante. Soient M et M’ des variétés
différentiables compactes. Nous dirons qu’une application f: M — M’ peut
&tre rendue harmonique §’il existe sur M et M’ des métriques par rapport
auxquelles f est harmonique.

(13.1) Question. Toute classe d’homotopie d’applications de M dans M’
contient-elle un élément pouvant étre rendu harmonique?

La réponse a cette question est en général négative—pour des variétés sans
bord ou & bord (probléme de Dirichlet). En effet, les démonstrations des théo-
rémes (3.2) et (9.1) sont valables quelles que soient les métriques sur M et
M.

Dans le cas des surfaces orientables sans bord, le théoréme suivant donne
une réponse complete.

(13.2) Théoréme. (i) La classe d’homotopie des applications de degré 1 du
tore dans la sphere ne contient aucun élément pouvant étre rendu harmonique.

(il) A Pexception du cas (1), toute classe d’homotopie d’applications entre sur-
faces orientables sans bord contient un élément pouvant étre rendu harmonique.

Démonstration. (i) découle du fait que la démonstration du théoréme (9.1)
ne fait pas intervenir les métriques sur M et M.

(ii) découle du théoreme (7.1) dans le cas p’ # 0, du théoréme (8.4) dans le
cas p = 0 et du théoréme (11.1) lorsque p > 2, p" = 0et @ = 1.

Pour démontrer (i) dans le cas p > 1, p’ = 0 et & > 2, on observe que I'on
peut construire une surface de genre p, revétement a & feuillets de la sphére.
Ce résultat classique peut se démontrer comme suit (démonstration com-
muniquée par H. Rauch): on considére sur la sphere 2(p + £ — 1) points,
reliés deux a deux par p + & — 1 lignes. Etant données & copies de S?, on
projette p + 1 de ces lignes sur deux des copies, que I’on fend le long des lignes.
On soude alors les deux copies 'une a I'autre en croisant les bords des p + 1
fentes. Ceci produit une surface hyperelliptique de genre p. On projette alors
les & — 2 lignes restantes sur un des feuillets de cette surface, et chacune de
ces lignes sur une des & — 2 copies restantes de S% ce qui permet de souder
9 — 2 feuillets supplémentaires a la surface. La surface obtenue est de genre
p car son indice de ramification est 2(p + 2 — 1), [26, p. 275].
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